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Nel presentarmi per la prima volta in pubblico con questo Saggio, 
così breve e pur troppo a un tempo cosi ricco di difetti, sento il bi- 
sogno di premettere due parole per chi, non conoscendomi, potesse 
aver fra le mani il mio scrittarello ; che nemmeno presso di lui vorrei 
passare per un prasuntuoso, per uno di quelli che, svogliati alai la- 
voro, cercano dì farsi innanzi schiamazzando, e sfoggiando una facile 
dottrina. 

Ilo scritti: queste pagine per mio esercizio; le pubblico nella 
sper<m:'i chi'- alenile persone uilellìocntì rori'.-iiiito esser imiti) buone, 
da pazientare ili legijcHe, e dirmene forse il loro parere, inihauiihimi 
gli errori a cui dovrò aver occhio principalmente, per gtoiciìaeiiicih: 
jii orrenire. Il mio sedo scopo è i/i conoscere alla meglio te, mie deboli 
forze, e trovare, (oU'miueher.olc. iijuto di ehi ne sa più ili me, il vero 
campo dove esercitarle con maggiore probabilità di riuscita. In conse- 
guenza, mi sono ingegnato di dare alle poche teorie di cui fo cenno, 
l'aspetto che mi sembrò più naturale, per miui\fe*iare al politile- 
quale via mi s'affacci spontaneamente in questi sludj. 

La maggior parte del lavora e fondata sulla teoria dei mommii, 
alla quale m'introduco per considerazioni non esattamente uguali alle 
solite, e forse perciò ncu cosi rigorose: il che spero mi sarà condonato, 
.quando si rifletta ch'io non potevo far altrimenti, volendo presentar 



INTORNO AD ALCUNI PBUpW DI MECCANICA 



L' osservazione <l'nn punii» in movimento non ci da, in ge- 
nerale, se non le successive posizioni occupale da esso ullu spirare 
di ceni tempi; si traila, con rjucsii soli dati, di argomentare la 
natura e le condizioni del moto. 



Cosi, se mi pillilo percorre uni linci .W.tf', .iff.iiio scunoeciuui, 
il modo più generale di Inrmarr.i un' idea del mio movimento sarà 
di scegliere ad arbitrii un punì» flssy 0, condurre da questo 
i raggi vettori alle posizioni suci-essive del mobile, o misurare 
<pics:i r.if.-gi, noncni t^li angui; die essi wuiprendiino fra luro. 

Ora, gli i chiaro die saremmo gij ben innanzi nello studio 
del moto in discorso, quando fossimo in grado di assegnare, per 
ciascuna pt>;izi-.nc «iiiesti'idi del mobde, lo sforzo nerbano ad 
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arrestarlo. Vediamo (fi calcolare questo sforzo, supponendo noie 
soltanto le coordinate polari del punto duratile un certo intervallo 
AtM', corrispondente al tempo Al. Il passaggio del punto da MiaSi' 
giusta la linea MM' , possiamo figurarci dio avvenga in grazie di 
uno spostamento generale del piano della figura (il quale ruoti 
attorno al punto 0, o strisci opportunamente sovr'csso). Immagi- 
niamoci ora, clie, non appena incominciato questo movimento ge- 
nerale del piano, il raggio vettore, alla cui estremili si trova il 
mobile nel primo istante (Oif), si muovi attorno ad 0, scorrendo 
sul piano stesso a ritroso, e trascinando con sé il punto; il quale 
di più. ne' successivi burnii, si avanzi su cr.so raggio vettore (versa 
0 nel caso rappresentalo dalla fìsuraj, di lunghezze eguali succes- 
sivamente ad min', m" al'", in"" .«'. In tal guisa i 



tal effetto lo si ottenne descrivendo l'arca OMM' [supposto che ii 
moto su MM' sia continuo, e però il triangolo OMM' suddiviso in 
u:ia inibiti, di iriaogoleiti analoghi ad O.l/m') : quest'area polrem 
dunque considerarla qinle misura delb sforzo che origina il molo 
del punto (riferito al polo 0). 

Se il triangolo OMM' fosse i n (in ilesini o, la sua area potrebbe 
ritenersi proporzionale allo sforzo con cui il mobile tende a muo- 
versi quando occupa sulla Irajettoria il punto M. Potremo dunque 
asserire che se un punto descrive una linea piana, riferendo e 
questa e gli sforzi chi; si producono dal moto, odio son causa dì 
esso, ad un punto fisso, lo sforzo necessario a far correre al mobile 
tutta la Irajettoria, è proporzionale al triangolo avente questa per 



l'area del triangolo averne per base la retta rappresenta tri ce della 
fona, e il vertice nel punto di riferimento: giacche l'intensità as- 
soluta d'una forza può ritenersi proporzionale allo spazio che il 
suo punto d'applicazione percorrerebbe in un tempo dato (per es. 
nell'unità di tempo) sulla sua direzione, in conseguenza d'un im- 
pulso istantaneo comunicatogli da essa. 
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E considerando un sistema piano qualunque dì punti in movi- 
mento {virtuale o reale) assumendo, conforme al detto qui sopra, 
quale indurii della loiabta della sfor/.u corrisponderne a quel znoto, 
riferito ad un polo, lo spazio triangolare che si dovrebbe descri- 
vere per mantener il sistema nella sua prima posizione, gli è 
chiaro, clic, sostituendo al sistema dato un altro qualunque equi- 
pollenie. In spazio irinngolaro suddetto dovrà rimaner sempre lo 
stesso. Conseguentemente potremo asserire che il momento della 
risultante d'un sisicma qualunque piano di forze è uguale alla 
somma algebrica dei momenti delle componenti, semprecliè e 
queste e quella si intendano riferite ad uno stesso punto. — Fa- 
cilmente sì estendono le medesime considerazioni al caso d'un si- 
stema avente Ire dimensioni. 

Si può giungere agli tiessi risultati per via alquanto diversa. 
Dato come sopra un sistema piano in movimento, scegliamo nello 
stesso piano un punto qualunque collocalo fuori lìti sistema; e for- 
miamoci, rispetto ad esso punto, i momenti delle iraslorazioni dei 
smalli [imiti inaili le arce triangolali limitile della linea descritta 
da ciascun punto e dai raggi vettori a' suoi due estremi): lutti 
questi momenti abbiano lo stesso segno: ò chiaro che per due 
pilli collocati l'uno da ima parte, l'aitro dall'altra del sistema, i 
momenti considerali avranno segni contrari- E siccome il valore 
delle somme di questi momenti va scemando (assolili a mente par- 
lando) quanto più il polo si accosta al sistema, e eambia di se- 
gno quando il polo siasi portato dall' altra parte di esso, vede 
ognuno che nell'interno del sistema dovrà trovarsi un tal punto, 
rispetto al quale la somma dei moritemi in discorso dovrò esser 
nulla. Questo, se i moti di tutti i punti avvenissero nello sicsso 
senso : diversanicmo, il punta consideralo, die potremo chiamare 
centro del morimenlo, cadrà Inori del sislema. Movendosi questo 
per un tempo iurìuitcsimo, possiamo considerare che il centro 
del moto, in questo brevissimo intervallo, non varii la sua posi/ione, 
relativa agli altri punti del sistema; e siccome, per la definizione 
del centro del moto, il sistema deve rimaner fisso per rispetto al 
medesimo, cosi ci si all'accia la conclusione che un moni inlinile- 
Simo d'un sistema può sempre ottenersi mediante una semplice 
irastoctzionc del centro del moto di esso. — L'elemento della 
trajeltoria descritta da questo punto, coincide colla direzione della 
risultante delle forze che venissero sostituite alle velocità anima- 
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trici degli altri punti del sistema; la sua lunghezza poi dovrà 
esser tale, che l'area del triangolerò corrispondente eguagli la 
somma algebrica delle aree di tutti gli altri triongoletti analo- 
ghi. (V. s.). 

Dalle cose dette sin qui riesce ben facile il dedurre le regole 
per la composizione di forze concorrenti o parallele, comunque 
disposti?; in - ! noi et fcrme-mim mi questo, ('rendiamo piuttosto in 
esame il notti caso delle m/ipir. dove i melodi ordinarj sembrano 
fallire; e vediamo come convenga interpretarlo. — La risultante 
di due tee parellele contrarie è, notoriamente, eguale alla diffe- 
renza delle componenti e situate parali e lame me al di fuori di esse 
in guisa, che le sue distanze alle componenti siano inversamente 
proporzionali alle rispettive intensità. Chiamando m, ni + n le com- 
poncnii, n la loro disianza, sarà n l'intensità ilelh risultante; e la sua 
i!is1;m/a itila forza vi -\-n sarà :r = - a. Manifestamente, quando le 
due cnnipnnenli sitino eguali, avremo conlomporane.-imrnte 11 ^ o 
ar = co; potremo dunque asserire che una coppia ha per risul- 
tante una fono inlinilan-.ente piccola, che cade tutta a distanza 
infinita, ossia che opera secondo la retta all'infinito del piano 
della coppi» flessa (1). Dal che si ricava, come l'azione d'una cop- 
pia non venga iunditicata trasportandola nello slesso piano o in 
piani paralleli. Apparisce allresi, che il momento della risulltmtc ili 
due forze eguali, parallele e contrarie, n più brevemente, il mo> 
mento delle coppie, ò indipendente della scelta del polo o cui lo 
si riferisca. Scegliendo per polo il punto d'applica; ione della forza 
in-}-» (dove « e una quaatiUt evanescente), il momento della 
coppia sarà = 5»X«-»m. Allo stesso risultato si giungerebbe 
scegliendo il polo dovunque nello 9pa?io intercettr. fra le direzioni 
delle due forze, ed nppUeandn quello che si è dello in principio 
circa i momenti delle forze. 

Anche nei momenti delle coppie, del pari che in quelli delle 
forMt, si può considerare il segno. Diremo dello stesso segno i 
momenti di due coppie, quando, scelto sul braccio di ciascuna un 
punto O, 0; le forze m -f u, m'-f «' (dove », nf sono ir.lunlcsimii 
cadono dalla stessa parte dei punti 0, 0' se dirette nello stesso 
senso, o da duo parti opposte se dirette in senso contrario. È 



(1) vai Cnuoiu: Ctn» iì 



srjflca, dato ti R. Ut Tscn. Sup. , Miluo ISSS-W. 
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tacilo comprendere il perchè di questa convenzione, e come e=;;i 
coiii'jiil;i tron quella che si suol fare ordinariamente. 




Prendiamo in esame la coppia 0. Si vede che, cnirimpii.colire 
ili )i p\ la risultante delle due Urne p , p |- ;.' :mdra aLonionando-ii 
secondo la OX. Nella coppi.! 0' avverrà lu stesso: in qualun- 
que "(aio il. piccolezra venga surproi '.a Iutt.i pj'. essa avrà sem- 
pre direziona opposta a quella della luna p'; ma nd un tempo la 
sua distanza da 0' sarà di se^o cun'.rorio a quello della distoma 
di p' da 0. Per cui i momenti dello ilue Ione p', fi' saranno sem- 
pre eguali di sef;no, provenendo l'imo dal prodotto di due fattori 
positivi, l'altro dal prodotto di due fatturi negativi. — La seda 
Ispezione della liviira basia poi a mostrare dio i momenti dello 
due coppie U, 0' hanno Cguol sepia anche secondo la conven- 
zione ordinaria; mentre hanno segni opposti i momenti di 0], 0 a . 

Le cose ora dichiarate si mostrano con una chiarezza intuitiva 
quando si rifletta che la rotta all' infinito, secondo la quale agi- 
scono le coppie collocate nello slesso piano (o in piani parel- 
leli), può considerarsi come una circonferenza di roggio iufimui. 
avente il centro in un punto qualunque del pi;ui!> U-. l'unail); e 
si ricordi inoltre che due forze operatili secondo una circonferenza, 
avranno la slessa aziono su di un punto interno quando siano col- 
locate entrambe dalla slessa parte se dirette nello stesso senso, 
o da due parti opposte se dirette in sensi conlrarj. 
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Abbiamo già veduto che l' Minna d' una fona, riferita ad 
un punto, è proporzionale al suo momento rispetto a questo punto, 
e che per eoiiscsiienza due fune, i tjuì momenti rispetto ad uno 
=te?=o |nmln Fieno rjrnnli. possono considerarsi equivalenti. Due 
coppie d'1^11,1! momento cadono appuiilo, in virili di quanto sì è 
visto, in quest'ultimo caso: potremo dunque enunciare il seguente 
teorema: — Ad una coppia se ne può sempre sostituire un'altra 
il cui momento sia eguale a quello della prima (in valore assoluto 
ed in segno) ; e due coppie i cui momenti siano eguali e di segno 



in un punto. Sorge per conseguenza il desiderio di riferire anco 
le Ione a rette o piani; in guisa che da tali riferimenti si possano 
ili.ilurre proprietà non meno importanti di quelle che scaturiscono 



che ad un islanle qualunque anima il monile. Ciascuno di tali 
momenti sarà manifestamente proporzionale al prodotto dell' ar- 
chetto infinitesimo descritto da M (o della forza animatrice di M) 
nell' islanle considerato, per la disianza dì j»f del piano, coniata 
nella direzione di a. 

Le variazioni di tali momenti ci daranno le variazioni relative 
al piano «, delle condizioni di M, poiché lutti i punti di riferi- 
mento giacciono in «; ed uno qualunque di essi esprimerà la 
condizione di M rapporto a «in un dato istante. Per conseguenza, 
si convenne di chiamare momento d'una farsa rispetta ad un pinna 
il prodotto di essa per ia distanza del suo punlo d'applicazione 
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del piano. Questo definizione tmn i'. rlie una genera lizsiziune del- 
l'altra relativa a pumi semplici di riferimento. 

Ma vi c mi altro modo, e più wnta|*jrnwii, di riferire ad un 
piano il molo di un punto. Immaginiamo che que-tu. movendo-i, 
trascini con ?k ima rena di direzione contante: il piede di questa 
sul piano di riferimento segnerà uan linea, prnjeziooe sul piana 
della irajeitoria del mollile; e I» touiluè delio sfono originali) dal 
moto ilei punto sarà misura la dall'area compresa Tra la trajeiioria, 
questa sua proiezione, e le duo rcite projettanti lo posizioni estremo 
del mobile (ciò risulta ini media (amente ripetendo lo considerazioni 
gii fatte in principio). Quanto allo sforzo elementare, esso verrà 
misuralo dal differenziale di quell'area. Qui viene in acconcio il 
considerare quella sola componente del molo del punto, di' è pa- 
rallela al piano dato; e allora lo stono originato in ciascuno 
istante da quella ormip'mmite sani misnratu dal prodotto della di- 
stanza del punlo del piano (conlata c. s.) pel curri spomicine dif- 
ferenziale dulia proiezione su quel piano dolio trsjruoria, — ossia 
passando dalla coosidoraziime dei moli inlmitesimi a quella delle 
forze die li determinano: — se un punto è animalo da una forza, 
lo sforzo prodollo della componente di questa parallela ad un dato 
piano, è misuralo dal prodotto della intensità di essa componente 
per la disianza del piano del punto d'applicazione. 

Scomponendo una forza in più, parallele a determinate dire- 
zioni, e scegliendo altrettanti piani di riferimento, la determinazione 
di tutli i rispellivi momenii ci darà mia perfetta idea della natura 
della forza ecc. 

Due forzi;, i cui momenti tosi determinali risiedo a due piani 
non paralleli siano eguali e di segno opposto, si fanno equilibrio. 
Questo teorema scende in (ti il tramenio dalle irose delle; e da esse 
poi si deducono con unta fatalità gli altri relativi alla composi- 
zione e scomposizione delle forze, ai eentri di gravità ecc. 

Volendo riferire una forza ad una retta od nllcuiaimi 
elie l'azione d'una forza su di un sintonia cullegaLu ad un asse lìsso. 
non può essere che di imprimergli un moto rotatorio (virtuale o 
reale) attorno a quell'asse. Per conseguenza, qualora si facciano 
di tali riferimenti, si dovranno prendere io co osi ti erazione soltanto 
quello componenti delle forze che tendono effettivamente a pro- 
durre il molo rotatorio; e il corrisponde ni e raggio di rotazione 
(conformemente a quel die si ò dello sin dal principio sul sigili- 
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Acato dei momenti). Così chiameremo momento di lino Tom ri- 
spetto ad un asse il suo prodotto per la minima distanza dall'asse, 
e pel seno dell'angolo che la sua direzioni; comprimile con ijiiiì~iu 
retta. Si vede subito, che il momento d'una forza rispetto ad un 
asse equivale al momento della proiezione della forza su di un 
piano perpcndiculare all'assi', preso rispetto al punto in cui questo 
piano è incontrato dall'asse stesso. 

Sia data una forza f>, riferita a tre assi ortogonali, coi quali 
Tornii ris pelli vani ente gli angoli «, p, T . Saranno y cos rt — Y, 
f cosp = Y,9 cosr = 2 le componenti di t parallele ai (re assi. 
Indichiamo con M , il iviojiiì'iiIìi lii ■? ri-neldi » 11', iri L'ine, cmi M r 
?(•) 

quello rispetto all'asse della », con ^ ^quello rispetto al piano 
x y, ed analogamente per gli altri: avremo le equazioni seguenti, 
dove x, y, ; sono le coordinate del punto d'applicazione delle 
forze 9: 

V»r f -' V.r« **,.>=»•* \.)~<VaTfW; 

od iiI'.im aniiloghr;. si.i per ?, ^ia per le X ecc., riferite agli slessi 
piani od assi; e che ommelliamo per brevità, polendosi dedurle 
i moie dia la mente. Paragonando fra loro le dette equazioni, se ne 
deducono con tutta facilità i seguenti teoremi. 

II momento d'una fora rispello ad un punto equivale alla Y 
delle somme dei quadrali dei momenti delle sue componenti pa- 
rallele a tre assi perpendicolari passanti per quel punto. 

Il momento d' una fur/a parallela ad un piano è uguale al mo- 
mento della forza rispetto ad una retta giacente nel piano, e direna 
perpendicolarmente alla forza stessa ecc. 



Aggiungiamo poche osservazioni intorno alla necessità di con- 
siderare molte volle momenti più complessi di quelli cui siam 
venuti accennando. Ci limiteremo 0 toccare dei momenti d'inerzia. 

Quando si Iralta di muovere un punto materiale, o anche sol- 
tanto di imprimergli gradi maggiori di velocità, se già si moveva, 
s'incontra una certa resistenza, proveniente da che il punto non 
subirà istantaneamente la modificazione che tenderebbe a produrre 
in esso la nuova forza a cui lo si sottopone, ma 0 poco a poco 
per gradi infinitesimi: — quantunque sia vero che la durala d'un 
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tale slato di transizione potrà riuscire piccolissima e pressoché 
inapprezzabile, quando lo forza adoperala Bla convenientemente 
vigorosa. — Di rimpallo, quando un punto materiale alibin acqui- 
stala comunque una velocità v, esso reagirà contro un ostacolo che 
tendesse a fermarlo, e a farlo deviare, con una furia renala alla sua 
quantità di moto mu, od alia componente di questa oet'pcnilìr.olarr: 
alia (lii-LV.iniu: secondo cui resiste il nuovo impedimento. — Oneste 
forze, con le quali un punto materiali"' si opinine alla nio-liticn/ioni" 
delle proprie condizioni, si chiamano forze d'inerzia; e soppiamo 
che se un punto si muove spinto da una fona esterna, la forza 
d'inerzia sviluppata in esso da quella motrice è uguale al prodotto 
della sua mossa per l'accelerazione del molo impressogli dalla 
motrice. 

Ritenuto questo, passiamo ad esaminare il moto d' un sislema 
rigido. Il moto del sistema sia il più generale possibile: si com- 
ponga, cioè, di una serie di rotazioni istantaneo successive, attorno 
ad as:i disposi! comunque (purché in modo continuo) nello spazio. 
Con ciò veniamo atl escludere il caso dì semplici traslazioni: ma 
la considerazione di tali movimenti non imporla gran fatto ol no- 
stro scopo; e d'altronde, per introdurli, I melerà mandare all'in- 
finito alcuni degli assi d' istantanea rotazione. — immaginiamoci 
dunque di sorprendere il sistema noli' isianle ch'esso ruota attorno 
ad uno, qualsivoglia, di tali ossi; e, cosa che si presenta da sé 
naturalmente come il miglior mezzo atto a determinare le condi- 
zioni del moto nell'istante considerato, calcoliamo il momento 
delle forze animatrici del sislema, rispetto all' asse di relazione. 
È chiaro, che, in luogo delle forze effettive, potremo assumere le 
forze d' inerzia, giacche il sistema di quest'ultimo c equivalente 
al sistema delle prime. Ora, chiamando w la velocità angolare di 
rotazione, r la distanza di un punto dall'asse, ed t» la sua massa, 
la forzo d' inerzia competente al punto sarà m.t*.»c; e siccome, essa 
opera in un piano perpendicolare all'asse di rotazione, così il suo 
momento rispetto a questo sarà mr^w; e per conseguenza il mo- 
mento del sistema sarà wEim* v> è una quantità costante, il cui 
valore può variare ad arbitrio, senza che per tanto mutino le 
altre condizioni del movimento: potremo dunque limitarci a consi- 
derare la quanlilà 2 mi*, che ricevette il nome di momento d'iner- 
zia del sistema rispetto all'asse in discorso. 

Paragonando fra loro i momenti d'inerzia d'uno stesso sistema 
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rapporto ad assi concorrenti in uno ste=so punto, si dimostra il 
scguenlo teorema: — Il In ig'> di ; punì; <:i>'.eri:i::uli. prendendo su 
ciascun uve, a partire dui punta d' intersezione cuniune, una por- 
zinne eguale alla reciproci della \/ del corrisponderne momento 
ri' inerii), i: ini clissoide; al q.i.de si da il nome di eliit'.ide d'iwr- 
:itt li di elismiìili: cmlrat". (.eci'iiiloclii; il pillilo per cui si suppongono 
condotti lutti quegli assi ò un punto qualunque, od il baricentro 
del sistemi» (1), — 

L'elissoide d' inerzia col centro in un punto, ci rnppi'?-ciii;i 
iiiluilivauieiiie la distribuzione di nioiiicnl.i ti' inerzia allorno al 
punto. Ora, nel modo stesso elle Io condizioni dì equilibrio d'un 
corpo allorno d'un punto o d'un asse, sono date dalla distribuzione 
a quel punto o a quell' asse, cosi le 
condizioni della rotazione di 
un sistema aliamo od una ret- 
ta, dipenderanno dalla distri- 
lìiuioiie dei momenti di inerzia 
circa la retta stessa; poiché 
abbiamo visto une nelle rota- 
rono precisamente lo stesso ullicio, die i momenti slatici nelle 
questioni d'equilibrio. Suppongasi, a eagion d'esempio, che, in 
virtù di forze esterno istantanee, il sistema {ritenuto interamente 
libero) cominci a girare- attorno ad un asse Jf/H. Se i momenti 
d'inerzia non sono distribuiti equabilmente attorno a quest'asse, 
il peso stesso impedirti al sistema di proseguirò nel concedo moto 
rotatorio, ma tenderà a raddrizzare l'asse, deviandolo dalla sua 
prima direzione. Ciò apparisce con sufficiente chiarezza dalla sem- 
plice ispezione ilella (Ijtura; dalla quale si ricava altresì, che il 
primo asse istantanei! ui rotazione verri sempre a mutare, tr.inne 
nel taso che rs>" lips;e una itegli a.-fi deUdissoide yAA,, o fìlì, , 
o CC,), die allora si scorge focilmente conio il moto rotatorio del 
sistema potratile durare inde (In ila ni ente; Bacche le azioni che ten- 
dono a rovesciare l'asse in un senso, sono equilibrali da quello 
che tenderebbero a rovesciarlo in senso contrario. Pei ulo motivo, 
gli (tó>i deli' elicoide d' inerziu neeveliera il mimo di ossi per- 
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2. — Su «tenui teoremi generali del maio. 



Ouondo un |iunto percorre una linea r 
pò- ili un e in i]iialuiii)ue istante, basta i 
esprima la sua dtfiama, sulla rena, da un'origine (i=sx Questo 
modo di considerare il moto d'un punto è certamente il più co- 
modo, ma non sembra, in compunsi), molto generale, giacete non 



fi saprebbe aipjcirlu direiiatni'nlu ollu studio il 
Un modo ci si presenta tuttavia d 
zione dei numeri compiesti. 

È nolo, chi 1 , tana la cfmven 
renh rifilivi su di una rena lis-sa 



li curvilinei. 



dalla r 

origine cui punii) de lerminnm dalle 
coordinate OP = a MP=b. Per 
conseguenza noi potremo asserire 
venusi in un piana é determinala 
umplesso rapprese li io io dalla retta 
mi" considerato, all'origine (dei 
iti risili, completi ed immaginar}) (1). 
.Ne segue immediatamente, rhe tutte le condizioni relative al 
> di un punto in un piano, saranno espresse d i altrettante fun- 
i di variabili complesse. — Cosi, b postatone del punto ad 
singolo istante sarà daia dall'equazione s — x + iy — f{i) — 




che la posiziuue di un punto e 
in ciascun istante dal numero 
che cnnjjiunge il punir». 
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li, Ai.B 1 in generale saranno firn 




zi->ni' iìiii!a, rniuiuii'i e L j i l 5 1 ■:■ < 1 ■ ■ i 1 1 1 : ;i {-ini'ltu/.V: della imli]it'ndi';i U: 
('ornpl('H.-n Sia J/A'.HiA'i M n la linea deprimi dal pillilo. Avre- 
mo mo* = /"(=) — /" (* + !y) = X + iK= Z dove X, }' sono funzioni 
reali 'Mie y. Assumendo un secondo sistema di assi uno;.' un ali 
Ol X, Oi T o portando sull'asse della X i successivi valori di .Y, 
o sull'asse dell'ai successivi valori di Y, potremo cosini ire nel 
piano 0 Xi Y la linea 6 C a che ci rappresenterà ragliamento della 
nuova variabile complessa Z, ossia della forza viva del punto. 

Supponiamo che quando il punto si irova in M sulla sua Ira- 
jilloria, il valore della forza viva corrispondente sia determinalo 
dal punto C. Movendosi il punto lungo I' arco Ai!f, la forza viva 
andrà variando essa pure, e il punto C descriverà l'arco Co. Sia 
Mi una tale posizione del mollile, clie le due velocità, e quindi le 
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due forze vive in ,lf ed in M t , siano eguali; necessariamente, quando 
il mobile sarà giunto in ifi , il punto C avrà terminato di compiere 
l'arco aC, e sarà ritornalo in C. Proseguendo il mobile da Uh in 
Ni, il punto C descriverà l'arco Cb; e se M\i e un'altra posizione 
in cui la velocità riprenda il valore primitivo, al giungere del mo- 
bile in ilfn il punto C avrà compiuto l'arco bC, e sarà venuto 
novamente nella sua prima posizione in C, ecc. Ora, siccome lo 
integrale di una funzione sinettica, secondo un contorno chiuso, e 
sempre nullo, se ne deduce, nel nostro caso, che la sommi! titoli 
incrementi infinitesimi acquistali nella forza viva nel passatiti del 
mobile da uno ad un altro qualunque dei punti analoghi ad M, è 
nulla. Se ne deduce, che, volendo far passare il mobile da uno ad un 
altro dei punti M, la via intermedia è affatto indifferente; e sempre 
il mobile giungerà al secondo punto colla stessa forza viva f 
era dotato nel primo. Facendo variare in modo continuo gli ele- 
menti iniziali arbitrarj del moto, otterremo una serie contin 
punti analoghi ad M. cssia una iinca in [ungo di <j iteist i punii ; 
saremo liberi di far muovere il mobile su questa liiin.i, per furici pas- 
sare da lina \:<v. i/in ili* ;id nn'allt'a y"|>t':* ili essi, finché il punto 

muove sopra questa linea, la sua forza viva, e però anche la sua ve- 
locità non mina: riVinrìe si ricava clic tina ini linea i: sempre normale 
alla direzione della forca. Siffatte linee vengono chiamate linee ili 
ìndio. Siccome le linee di livello fono perpeuilk-iilnri olii dire- 
zione delle forze, ne viene che anche il lavoro sviluppato da un 
punto ad un altro, entrambi collocati su di una stessa superficie di 
livello, è nullo. Il primo membro della eipia/ione U~ ■■ (.'. che rappre- 
senta il sistema delle linee di livello, dicesi potenziale delle force. 
Le derivale parziali di U rispello ad y rappreseniano le forze 

ir. ii.i. . i . i.. ,|. i . . ... p . i. , ,| |j. . „| ,,. , 

intensità (quando le si moltiplichino perni, massa del punto), giac- 
che, mentre i lavori delle componenti delle forze, secondo gli assi 
£, if, dipendono dalle variazioni delle coordinale del mobile, il la- 



Di qui si deducami immediatamente il principio di forza viva, 
c quello della conservazione del lavoro, estensibili poi facilmente 
ad un sistema, mediante il principio del d'Alembert. 



so 

Avvertiamo che, nel movimento d'un ponto u d'ini sistema, 
due sorta di mutazioni si possono notare negli elementi che lo 

La (irima i> ili Quelle introdotte Mal molo effettivo: e. inditi 
evidente, che, movendosi un punto, varianti le sue coordinate, c 
col variare di queste potranno variare alir«=i la velocita, la tana 
monaco nix.; e ioli variazioni si di aa:ani projir innante differen- 
ziati (qoaudo siano infi intesi me). 

Le <nria:ioni della serondj spocie (a cui si di genera Imi' me 
qiie=tn moie) dipendono da ciò: che quando un punio o un sinema 
si trova od un eeno istante dd suo movimento, in determinale 
condizioni, i: bensì veni che il suo molo negl'istanti succisivi 
sarà un solo pienamente detcrminato, ma nulla più parte dei casi 
b iiiiiurn dd problema permette ih considerare come pus-ihili mia 
inflniui di altri moti, hiilnltamentó poro dilferemi da quello che 
in elTetio avverrà (moli virtuali: , e le differenze [ra «li elementi 
del molo in imo di tuli movimenti virtuali, e gli elementi stessi 
nel molo reale, direnai appunta le lnrr> variar ioni Ciò posto, sup 
poniamo die no punto passi da una posizione M od una sccondu Mi 
secondo l'ai™ MA Mi udì' intervallo ti — I. La semiforza viva ed il 
potenziale siano Ted U; 
le condizioni del punlo 
in M sono determinale, 
in virtù di quanto si ò 
detto, dulia sommaT+fJ 
(giacché dipendono in- 
e dal potenziale), dove T ed V nubiano 
il tempo la ■ quelle del mobile giunto 
determinale dalla stessa somma , dove T ed U 
corrispondenti al tempo ti. Gli é poi chiaro che, 
a somma 3" +(7 (corrispondente ad .W) l'integrale 

I ° (T+U) di, avremo il valore di T+f/ corrispondente ad Hi . Im- 
maginiamo ora che il passaggio del mobile da M in Mi. secondo la 
linea MA Jfi inQnnamenie poco diversa dalla .U A: Mi. sia virtual- 
mente possibile, e die perciò le condizioni del mobile giunto in 
.(fi pur questa linea non differiscano da quelle in cui esso si trova 
giunto in Mi secondo la linea effeilivamenle percorsa M A Mi In 
.questo caso, noi passeremo dal valore di T \ V. corrispondente ad 




e dalla forza 
i valori corrispondi 



abbiano i vaio 
aggiungendo ; 
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M al suo valore corrispondente ad Jfi, aggiungendo a] primo, non 
più il solo f^ (T + U) di, ma questo integrale, in cui ciascuna 
delle quantità sotto il segno / abbia ricevuto una variiukuc (ca- 
gionala dalla cariaiinne introdoila nella trajeltoria). Avremo dunque 

(T + U)i = (T 4- «). + f K (T+ M + tf+ MJ) <tt = J^CT+TJ) di 
+ *J*(I , + U)'M' Dalla quale si deduce immediatamente che 
+ U) di = o, ossia che l'integrale /T + U) di è un minimo 
assoluto, poiché (T+ U)\ = {T+ !!)„, dovendo le condizioni del 
mobile in M\ essere sempre le stesse (v. s.) 

Questa proprietà c una generalizzazione del principio della mi- 
nore azione; essa non dipende dal principio di forza viva, giac- 
ché nel dimostrarla non si è presupposto che (7 non Cosse funzione 
del tempo esplicito (Hamilton). 
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NOTE. 



1) Jlomento... significa quella virili, quella forza, quella efficacia., colla 
quale il motor muove, e il middle i i>„i.sii'. ù>~\ G>lii i:o (Discurso inforno alle 
cose die elmmo tu l'acqua ecc.), 

S) Mei calcoli grafici puiljiid,! .li itili.', queste s'intendono date in oron- 
(!("-». dlmioni e tento: c in (atte le operazioni clic ai fanno su di esse, s'in- 
uridt L-hiuLicaiio iiivai'ijlt: rrurhlt: In™ In- di.' , .i;niiuij;in.ii. C-i!l' introduzione dei 
iim:i,i:iì ri.ui plessi, mi pare elle si possano ottenere semplicemente le stesse fa- 
cilitazioni elie l'i presenta rjurlla conveu/.iorli.' nei coleo]! grafici, poiché un solo 
numera ci rappresenta cosi appunto uni iella in grandezza, direzione e senso. 
(Cfr. Cbehoui, op, <il.). 

3) Semlirami rtir al ] > i- r 1 1 ■_■ i j • i . j t li d Alriulicrt (a cui ai allude nr! LL=(r,) si 
p..li L']h!i.' i 1 . 1 1 j E 1 1 ■ . [\i i- ■- l- lalv:i!i:i i.n: uii:lI:i;;[]i ili ■ :'in[i!i: i'. : i. il ri^urnl.- [...ulu- 
lalo: — Quandi. dm 1 Éai-r (e lo "Irsao ilirrus di aiili'riii di faizc; n.^i liliali e 
direttamente, cordiali''. •! e<|uili;ji'a:ii», un tal effetto Insegni neccssariaiuriil'.' h;i 
prodotto dalle reazioni sviluppate nei vincoli clic le collcgono, la riiuluuilc dcllr. 
quali sia eguale c contraria a quello delle forze dote. — 
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